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ДИМЕР В МОДЕЛИ ХАББАРДА 
 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Точно решаемые модели имеют важное значение  

в квантовой физике, поскольку большинство моделей в квантовой физике не 
являются точно решаемыми. Используя точные решения, можно провести де-
тальный анализ поведения рассматриваемой модели. Кроме того, используя 
точные решения в качестве эталона, можно сравнить их с решениями, полу-
ченными приближенным методом. Димер в модели Хаббарда относится к точ-
но решаемой модели. Целью настоящей работы является сравнение точных 
решений, полученных для димера в модели Хаббарда, с решениями, получен-
ными в приближении статических флуктуаций. 

Материалы и методы. В работе при получении точных решений и реше-
ний в приближении статических флуктуаций использовался метод уравнений 
движения для операторов рождения, метод функций Грина и спектральная 
теорема. Знание функций Грина позволяет определить энергетический спектр 
квантовой системы, поскольку полюса функций Грина соответствуют энерге-
тическим состояниям квантовой системы. Спектральная теорема позволяет, 
зная функции Грина, вычислить корреляционные функции квантовой системы. 

Результаты. В результате использования методов квантовой теории поля 
были получены как точные, так и в приближении статических флуктуаций ан-
тикоммутаторные функции Грина для димера. С использованием антикомму-
таторных функций Грина были получены корреляционные функции и энерге-
тический спектр для димера. 

Выводы. Полученные в работе результаты показывают, что в димере, как и 
в более сложных системах, энергетический спектр при сильном кулоновском 
отталкивании электронов расщепляется на две подзоны Хаббарда, а также 
происходит переход «метал – диэлектрик». Кроме того, в данной работе пока-
зано, что некоторые энергетические состояния димера, полученные в прибли-
жении статических флуктуаций, совпадают с энергетическими состояниями 
димера, полученными из точного решения.  

Ключевые слова: модель Хаббарда, функции Грина, энергетический 
спектр, димер, наносистемы. 

 
A. V. Silant'ev 

DIMER IN THE HUBBARD MODEL 
 
Abstract.  
Background. Exactly solvable models are of great importance in quantum phys-

ics, as most models in quantum physics are not exactly solvable. The detailed analy-
sis of exactly solvable model’s behavior can be made by exact solutions. The solu-
tions of exactly solvable models, obtained by the approximation method, can be 
compared with exact solutions, used as standards. A dimer in the Hubbard model is 
an exactly solvable model. The purpose of this paper is to compare exact solutions 
obtained for a dimer in the Hubbard model, with solutions obtained for a dimer by 
approximation of static fluctuations. 

Materials and methods. In this study, to construct exact solutions and solutions 
in approximation of static fluctuations the authors used the method of motion equa-
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tions for creation operators, the method of Green’s functions and the spectral theo-
rem. The energy spectrum of a quantum system can be calculated by Green’s func-
tions, as the poles of Green’s functions correspond to the energy spectrum of a 
quantum system. Knowing the Green’s functions, the spectral theorem allows to 
calculate the correlation functions of the quantum system. 

Results. Resulting from the usage of the methods of the quantum field theory 
there were obtained anticommutator Green’s functions for a dimer, that were both 
exact and in approximation of static fluctuations. Using the anticommutator Green’s 
functions the authors obtained correlation functions and the energy spectrum for a 
dimer. 

Conclusions. This work demonstrates that the energy spectrum of a dimer is split 
by a strong Coulomb repulsion of electrons on two Hubbard subbands and the “met-
al-insulator” transition occurs in a dimer. This work also demonstrates that several 
energy states of a dimer, obtained by the approximation of static fluctuations, coin-
cide with energy states of a dimer, obtained by an exact solution. 

Key words: Hubbard model, Green’s functions, energy spectrum, dimer, 
nanosystems. 

 
В настоящее время изучению низкоразмерных сильно коррелируемых 

электронных систем и их структурных элементов посвящено большое число 
теоретических исследований. Для описания этих систем используется модель 
Хаббарда, которая была одновременно предложена Хаббардом [1], Гутцвил-
лером [2] и Канамори [3]. Отметим, что модель Хаббарда является частным 
случаем полярной модели Шубина – Вонсовского, которая была предложена 
в 1934 г. [4]. В полярной модели наряду с кулоновским взаимодействием 
электронов, находящихся на одном узле, учитывается также взаимодействие 
электронов, которые находятся на соседних узлах. В модели Хаббарда сильно 
коррелируемые электронные системы описываются гамильтонианом следу-
ющего вида: 

 
, , ,

1

2i i ij i j i i i
i i j i

H n t c c U n n+
σ σ σ σ σ

σ σ ≠ σ
= ε + +   , (1) 

где ,i ic c+
σ σ  – операторы рождения и уничтожения электронов со спином σ  

на узле i; in σ  – оператор числа частиц со спином σ  на узле i; iε  – энергия 

одноэлектронного атомного состояния на узле i; ijt  – интеграл переноса, опи-

сывающий перескоки электронов с узла i на узел j; iU  – энергия кулоновско-
го взаимодействия двух электронов с разными спинами, находящихся на i-м 
узле; σ = −σ .  

Примерами квазидвумерных сильно коррелируемых электронных систем 
могут служить органические сверхпроводники ( )2ET Xκ −  и ( )2ET Xθ − , 

проводящие слои которых состоят из димеров, которые образованы двумя 
молекулами ЕТ [5]. Как показывают расчеты, для ( ) ( )2 2k ET Cu SCN−  энер-

гия кулоновского отталкивания электронов, находящихся на одной молекуле 
ЕТ, принимает следующее значение: U = 3,9 эВ [6], а интеграл переноса 
внутри димера t = –0,244 эВ [7]. Отметим, что интегралы переноса между ди-
мерами в ( ) ( )2 2k ET Cu SCN−  намного меньше t . 
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Отметим также, что димер в рамках модели Хаббарда используется  
в качестве модели двухатомных молекул. Например, в [8] димер используется 
для описания молекулы водорода, а в [9] – для описания как молекулы водо-
рода, так и двухатомной гетерополярной молекулы LiH.  

Цель данной работы состоит в том, чтобы получить для димера как 
точное решение, так и решение в приближении статических флуктуаций 
(ПСФ) [10–12]. Отметим, что в настоящее время имеется несколько подходов 
к вычислению функций Грина в ПСФ. Анализ этих подходов приведен в ра-
боте [13]. 

Функция Грина и корреляционные функции димера: точное решение 

Из формулы (1) следует, что димер в рамках модели Хаббарда описы-
вается следующим гамильтонианом: 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 1 2 22

U
H n n t c c c c n n n n+ +

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ

 = ε ⋅ + + ⋅ + + +  
 .  (2) 

Для того чтобы вычислить функцию Грина, прежде всего найдем вы-

ражение для оператора ( )fc+
σ τ , заданного в представлении Гейзенберга. Для 

этого запишем уравнение движения для этого оператора: 

 f
f j f f

dc
c t c U c n

d

+
σ + + +

σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅
τ

,  (3) 

где , 1,2; 1,2;it j f j fτ = = = ≠ . 

Как видно из (3), для того чтобы найти оператор ( )fc+
σ τ , необходимо 

еще получить уравнение движения для оператора f fc n+
σ : 

 ( ) ( ), , ,
f f

f f f j f f f j j f
dc n

U c n t c c c c c c c n
d

+
σ σ + + + + + +

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= ε + + − +
τ

,  (4) 

где 1,2; 1,2;j f j f= = ≠ . 

Как видно из (4), данное дифференциальное уравнение содержит целый 
ряд новых операторов. Составляя уравнения движения для вновь появляю-
щихся операторов, мы получим замкнутую систему дифференциальных 
уравнений: 

f
f j f f

dc
c t c U c n

d

+
σ + + +

σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅
τ

, 

( ) ( ), , ,
f f

f f f j f f f j j f
dc n

U c n t c c c c c c c n
d

+
σ σ + + + + + +

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= ε + + − +
τ

, 

( ),
, , , , , ,

f j
f j f f j f f j f j f j j

dc n
c n Uc n n t c c c c c c c n

d

+
σ σ + + + + + + +

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= ε ⋅ + + − +
τ

, 
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,
, , ,

f j
f j f f j j f

dc n
c n Uc n n tc n

d

+
σ σ + + +

σ σ σ σ σ σ σ= ε ⋅ + +
τ

, 

, ,
, , , ,

f j j
f j j f f j j

dc n n
c n n Uc n n n

d

+
σ σ σ + +

σ σ σ σ σ σ σ= ε ⋅ + +
τ

 

( ), , , , , ,f f j j f j f j j f jt c c c n c c c n c n n+ + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + , 

( ),
,

f j f
f j f

dc n n
U c n n

d

+
σ σ σ +

σ σ σ= ε + +
τ

 

( ), , , , ,f j f j f f j j j f ft c c c n c c c n c n n+ + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + , 

 ( ),
, , ,

f j f
f j f j j f

dc n n
U c n n t c n n

d

+
σ σ σ + +

σ σ σ σ σ σ= ε + +
τ

,   

( ), ,
, , , ,

f j f j
f j f j j f j f

dc n n n
U c n n n t c n n n

d

+
σ σ σ σ + +

σ σ σ σ σ σ σ σ= ε + +
τ

, 

,
,

f j f
f j f

dc c c
c c c

d

+ +
σ σ σ + +

σ σ σ= ε ⋅ +
τ

 

( ), , , , ,j j f f f f j f j f jt c c c c n c n Uc c c n+ + + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + − + , 

( ),
, , ,

f f j
f f j f f j j

dc c c
U c c c Uc c c n

d

+ +
σ σ σ + + + +

σ σ σ σ σ σ σ= ε + − +
τ

 

( ), , ,j f j f j f ft c c c c n c n+ + + +
σ σ σ σ σ σ σ+ + − , 

( ), ,
, ,

f j f j
f j f j

dc c c n
U c c c n

d

+ +
σ σ σ σ + +

σ σ σ σ= ε + +
τ

 

( ), , , , ,f f j f j j j j f ft c n n c n n c c c n+ + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + , 

, ,
, ,

f f j j
f f j j

dc c c n
c c c n

d

+ +
σ σ σ σ + +

σ σ σ σ= ε ⋅ +
τ

 

 ( ), , , , ,f j j f f j j f j ft c n n c n n c c c n+ + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + ,  (5) 

где 1,2; 1,2;j f j f= = ≠ . 

Система уравнений (5), содержащая 24 дифференциальных уравнения 
первого порядка, является замкнутой и имеет точное аналитическое решение. 
Поскольку решение является громоздким, то мы его здесь не приводим. Зная 
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решение системы уравнений (5), мы можем найти Фурье-образ антикоммута-
торной функции Грина: 

 
8

2 2
1

2
m

mm

Fi
c c

E E ih
+
σ σ

=
= ⋅

π − + ,  (6) 

( )(1 2 1 2 2 2 1 14 2F R b c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= − − + +  

) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 1 4 ,c c c c n n n c c R+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + +  

(2 2 1 2 2 2 1 12 2F c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= − − −  

)2 1 2 1 2 1 1 2 13 4,c c c c n n n c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ− + − +  

( )(3 2 1 2 2 2 1 14 2F R b c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= + + +  

) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 1 4 ,c c c c n n n c c R+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + −  

(4 2 1 2 2 2 1 12 2F c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= + − −  

)2 1 2 1 2 1 1 2 13 4,c c c c n n n c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ− + − −  

(5 2 1 2 2 2 1 12F c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= − − −  

)2 1 2 1 2 1 1 2 1 4,c c c c n n n c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ− + + +  

( )(6 2 1 2 2 2 1 14 2F R b c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= + − + +  

) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 1 4 ,c c c c n n n c c R+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + +  

(7 2 1 2 2 2 1 12F c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= − −  

)2 1 2 1 2 1 1 2 1 4,c c c c n n n c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ− + + −  

( )(8 2 1 2 2 2 1 14 2F R b c c n c c c c+ + +
σ σ σ σ σ σ σ= − + +  

) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 1 4 ,c c c c n n n c c R+ + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ − + −  

( ) ( )1 2 3 42 , , 2 , ,E U R b E b E U R b E b= ε + − − = ε − = ε + − + = ε +  
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( )5 6 7, 2 , ,E U b E U R b E U b= ε + − = ε + + − = ε + +  

 ( ) 2 2
8 2 , 16E U R b R U b= ε + + + = + ,  (7) 

где mF  – спектральная плотность энергетического состояния mE , b = –t. 

Зная решение системы уравнений (5), мы можем также найти корреля-
ционные функции: 

( ) ( )( ) ( )(2 2 1 1
1 3 4 3 2 3 2

2

n n n n
n e U b e U R e U bσ σ σ σ

σ = ϕ + − + ϕ + − + ϕ + − +  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2e U b e U b e U e U+ϕ + + + ϕ + + + ϕ + + ϕ + +  

( )( ) ( )( ) )4 3 2 2 2 ,e U R e U+ϕ + + + ϕ + +  

( )( )( ( )( )2 2 1 1
2 1 4 4 3 2 4 4 3 2

2

n n n n
c c b e U R b e U R

R
σ σ σ σ+

σ σ = ϕ + + − ϕ + − +  

( ) ( ) ( ) ( ))3 2 3 2 ,R e U b R e U b R e U b R e U b+ ϕ + + + ϕ + + − ϕ + − − ϕ + −  

( )( ( )2 2 1 1
2 1 2 2

n n n n
c c n R e U b R e U b

R
σ σ σ σ+

σ σ σ = − ϕ + − − ϕ + + −  

( )( ) ( )( ))2 4 3 2 2 4 3 2 ,b e U R b e U R− ϕ + + + ϕ + −  

( ) ( )( )(2 2 1 1
2 1 2 1 4 3 2

4

n n n n
c c c c R U e U R

R
σ σ σ σ+ +

σ σ σ σ = − ϕ + − +  

( ) ( )( ) ( ))4 3 2 2 2 2 ,R U e U R R e U+ + ϕ + + − ϕ +  

( )(2 2 1 1
2 2 1 1 2 2

2

n n n n
c c c c R e Uσ σ σ σ+ +

σ σ σ σ = − ϕ + +  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))4 3 2 4 3 2 ,U R e U R U R e U R+ + ϕ + − + − + ϕ + +  

( ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1
1 1 2 2 4 1

4

n n n n
n n R e U R e U b e U b

R
σ σ σ σ

σ σ = ϕ + + ϕ + + + ϕ + − + +  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))4 3 2 4 3 2 ,R U e U R R U e U R+ + ϕ + − + − ϕ + +  

( ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1
2 1 2 2 2 4 1

4

n n n n
n n R e U R e U b e U b

R
σ σ σ σ

σ σ = ϕ + + ϕ + + +ϕ + − + +  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))4 3 2 4 3 2 ,R U e U R R U e U R+ − ϕ + − + + ϕ + +  

( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 1 1 1n n n n n n e U b e U bσ σ σ σ σ σ= + ϕ + + + ϕ + − , 

( ( )( )2 2 1 1
1 2 2 2 4 3 2

2

n n n n
c c n b e U R

R
σ σ σ σ+

σ σ σ = − ϕ + − −  
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( )( ) ( ) ( ))2 4 3 2 ,b e U R R e U b R e U b− ϕ + + + ϕ + − − ϕ + +  

( ) ( )( )2 2 1 1
2 1 2 1 ,

2

n n n n
c c n n e U b e U bσ σ σ σ+

σ σ σ σ = −ϕ + − + ϕ + +  

( ) ( )( )2 2 1 1
1 2 1 2 ,

2

n n n n
n n n e U b e U bσ σ σ σ

σ σ σ = + ϕ + − + ϕ + +  

( )( ) ( )( ) ( )( )(2 2 1 1 1 2 2 4 3 2 4 3 2n n n n e U e U R e U Rσ σ σ σ = ϕ + + ϕ + + + ϕ + − +  

( ) ( )2 2 3 2e U b e U b+ ϕ + + + ϕ + − +  

( ) ( ) ( ) ( ) )2 3 2 2 2 2 2 1 ,e U b e U e U e U b+ ϕ + + + ϕ + + ϕ + + ϕ + − +  

 ( ) ( )exp ,E E kT eϕ = = ε − μ ,  (8) 

здесь μ  – химический потенциал; k  – постоянная Больцмана; T  – абсолют-

ная температура. 

Функция Грина димера в приближении статических флуктуаций 

Для того чтобы найти функцию Грина димера в ПСФ [11], найдем 
прежде всего решение уравнения (3) в ПСФ. В работе [11] показано, что  
в ПСФ оператор fn σ  является интегралом движения. Умножая (3) на опера-

тор fn σ  и учитывая, что ( )2
f fn nσ σ= , получим 

 
( )

( ) , .
f f

f f i f

d c n
U c n t c n i f

d

+
σ σ + +

σ σ σ σ= ε + + ⋅ ≠
τ

  (9) 

Для того чтобы получить замкнутую систему дифференциальных урав-

нений, запишем уравнения движения для операторов 1 2 1 1, , ,c c c n+ + +
σ σ σ σ  

1 2 2 2 2 1, , ,c n c n c n+ + +
σ σ σ σ σ σ  1 1 2 2 1 2,c n n c n n+ +

σ σ σ σ σ σ : 

1
1 2 1 1

dc
c t c U c n

d

+
+ + +σ
σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅

τ
, 

2
2 1 2 2

dc
c t c U c n

d

+
+ + +σ
σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅

τ
, 

( )1 1
1 1 2 1

dc n
U c n t c n

d

+
+ +σ σ
σ σ σ σ= ε + ⋅ + ⋅

τ
,  

( )2 2
2 2 1 2

dc n
U c n t c n

d

+
+ +σ σ
σ σ σ σ= ε + ⋅ + ⋅

τ
,  

1 2
1 2, 2 2 1 1 2

dc n
c n t c n U c n n

d

+
+ + +σ σ
σ σ σ σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅

τ
, 
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2 1
2 1, 1 1 2 1 2

dc n
c n t c n U c n n

d

+
+ + +σ σ
σ σ σ σ σ σ σ= ε ⋅ + ⋅ + ⋅

τ
, 

( )1 1 2,
1 1 2, 2 1 2,

dc n n
U c n n t c n n

d

+
σ σ σ + +

σ σ σ σ σ σ= ε + + ⋅
τ

, 

 ( )2 1 2,
2 1 2, 1 1 2,

dc n n
U c n n t c n n

d

+
σ σ σ + +

σ σ σ σ σ σ= ε + + ⋅
τ

.  (10) 

Решив систему уравнений (10), получим для операторов 1 2,c c+ +
σ σ  сле-

дующие выражения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 0

2j j j j j f j j f fc c c n c n c n n c+ + + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ στ = − − + + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1
1

0 0 0 exp 0
2f f f j f f j j j fc n c n c n n E c n n+ + + +

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ− − + ⋅ τ + −  

( )) ( ) ( ) ( ) ( )6
1

0 exp 0 0 0
2f f j j j j j fc n n E c c n c n+ + + +

σ σ σ σ σ σ σ σ− ⋅ τ + − − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )30 0 0 0 expj j f f f f f j f f jc n n c c n c n c n n E+ + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ + − + + − ⋅ τ +  

( ) ( )( ) ( )4
1

0 0 exp
2 j j f f f jc n n c n n E+ +

σ σ σ σ σ σ+ + ⋅ τ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
0 0 2 0 0 0

2 j j j f j j f j j j f
U

c n c n c n n c n c n
R

+ + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ


+ + − + − −


 

( ) ( ) ( )( ) ( )5
1

2 0 0 2 0 expf f f j f f j
b

c n c n c n n E
R

+ + +
σ σ σ σ σ σ σ


− + − ⋅ τ +


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
0 0 2 0 0 0

2 j j j f j j f j j j f
U

c n c n c n n c n c n
R

+ + + + +
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ


+ + − + − + −


 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1

2 0 0 2 0 expf f f j f f j
b

c n c n c n n E
R

+ + +
σ σ σ σ σ σ σ


− − − + ⋅ τ


,  (11) 

где 1,2; 1,2;j f j f= = ≠ ; 

( )1 2 1 3 4, 2, , ,E b E U R E b E U b= ε − = ε + − = ε + = ε + −  

 ( ) 2 2
5 1 6 12, , 4E U R E U b R U b= ε + + = ε + + = + .  (12) 

Зная выражения (11) для операторов 1 2,c c+ +
σ σ , мы можем найти Фурье-

образ антикоммутаторных функций Грина: 

 
6

2 2
1

2
m

mm

Fi
c c

E E ih
+
σ σ

=
= ⋅

π − + ,  (13) 
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где 

( )1 3 2 1 11 2 ,F F n n nσ σ σ= = + −  

 2 5 1 2 1 4 6 2 1, 2F F n n n F F n nσ σ σ σ σ= = − = = .  (14) 

Используя соотношения (11), (13) и спектральную теорему [14], полу-
чим выражения для корреляционных функций: 

 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2,

2

K K
n n n n n n n n

K Kσ σ σ σ σ σ σ σ= = = = = = ,  (15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 5 2 6 4 6 42 2F F F F F FK f E f E f E f E f E f E= + + − ×    

( ) ( )1 3 ,F Ff E f E× +    

( ) ( ) ( ) ( )2 5 2 1 3F F F FK f E f E f E f E= ⋅ +   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 3 1 5 2 41 F F F F F FK f E f E f E f E f E f E= − + + − − +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 5 2 61 F F F F Ff E f E f E f E f E+ + + − − +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 2 1 3 4 62 F F F F F Ff E f E f E f E f E f E+ + − − +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 6 3 4 5 22 ,F F F F F Ff E f E f E f E f E f E+ + − + −    

 ( ) ( ) ( ) 1
1 .E kT

Ff E e
−−μ = +  

  (16) 

Обсуждение результатов 

Зная выражения для корреляционных функций димера, можно найти 
некоторые его физические характеристики. Например, для того чтобы найти 
химический потенциал димера, следует решить уравнение на химпотенциал: 

 2 jn nσ = ,  (17) 

где n  – средняя концентрация электронов в системе. 
Подставляя корреляционную функцию из (8) в (17), получим, что  

в случае, когда зона проводимости заполнена на половину ( 1n = ), химиче-
ский потенциал димера имеет следующий вид: 

 
2

Uμ = ε + .  (18) 

Таким образом, при n = 1 химический потенциал димера не зависит от 
температуры и сдвинут относительно энергии одноэлектронного атомного 
состояния на 2U . 

Как известно, полюса функций Грина определяют энергетический 
спектр системы. Как видно из соотношений (6), (13) и (14), в точном решении 
у димера имеется 8 энергетических состояний, в приближении неоднородных 
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статических флуктуаций имеется 6 энергетических состояний, а в случае одно-
родных статических флуктуаций имеется только 4 энергетических состояния, 
поскольку в этом случае 2 1 1n n nσ σ σ= . Отметим, что половина энергетиче-

ских состояний находится вблизи энергии Uε + , образуя верхнюю подзону 
Хаббарда, а оставшаяся половина энергетических состояний сосредоточена 
вблизи энергии ε , образуя нижнюю подзону Хаббарда. На рис. 1–6 представ-
лены зависимости энергетических состояний димера относительно химическо-
го потенциала от ( )b U U b  для точного решения, для решения, полученного в 

приближении неоднородных статических флуктуаций, и для решения, полу-
ченного в приближении однородных статических флуктуаций соответственно. 

 

 
Рис. 1. Зависимость энергетического спектра димера,  

полученного из точного решения, от b U  

 
Из рис. 1–6 видно, что как в точном решении, так и в ПСФ при измене-

нии параметра ( )b U U b  одно энергетическое состояние переходит из ниж-

ней подзоны в верхнюю подзону, другое энергетическое состояние переходит 
из верхней подзоны в нижнюю подзону. Из формулы (7) следует, что при 
2b U<  энергетическое состояние 5E  находится в верхней подзоне, а энерге-

тическое состояние 4E  находится в нижней подзоне; а при 2b U>  энергети-

ческое состояние 4E  находится в верхней подзоне, а энергетическое состоя-

ние 5E  находится в нижней подзоне. Переход энергетических состояний из 
одной подзоны в другую приводит к тому, что при некоторых значениях па-
раметра b U  энергетическая щель между подзонами обращается в нуль. Как 
следует из соотношений (7), энергетическая щель между подзонами обраща-
ется в нуль при выполнении следующего условия:  

 2U b= .  (19) 
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Рис. 2. Зависимость энергетического спектра димера,  
полученного из точного решения, от U b  

 

 

Рис. 3. Зависимость энергетического спектра димера,  
полученного в приближении неоднородных статических флуктуаций, от b U  

 
Таким образом, при выполнении условия (19) в системе происходит так 

называемый «фазовый переход металл–диэлектрик» [15], который наблюда-
ется в более сложных системах. 

Отметим, что условия, при которых энергетическая щель между подзо-
нами обращается в нуль в ПСФ, совпадают с условием, которое было получе-
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но из точного решения. Это связано с тем, что четыре энергетических уровня 
димера, полученные в ПСФ, совпадают с четырьмя из восьми энергетических 
уровней, полученных при точном решении. 

 

 

Рис. 4. Зависимость энергетического спектра димера,  
полученного в приближении неоднородных статических флуктуаций, от U b  

 

 

Рис. 5. Зависимость энергетического спектра димера,  
полученного в приближении однородных статических флуктуаций, от b U  
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Рис. 6. Зависимость энергетического спектра димера,  
полученного в приближении однородных статических флуктуаций, от U b  

 
Из рис. 1, 3 и 5 видно, что в атомном пределе, т.е. при b = 0, имеются 

только два энергетических состояния, которые расщепляются при 0b ≠  и об-
разуют две подзоны Хаббарда. Из рис. 4 и рис. 6 видно, что в ПСФ в зонном 
пределе, т.е. при 0U = , имеются два энергетических состояния, которые 
расщепляются при 0U ≠ . В точном решении при U b<< , как видно из рис. 2, 
имеется существенное отличие от решения, полученного в ПСФ. Из (6) и (7) 
следует, что 1 8 0F F= =  при 0U = , и 1 80, 0F F≠ ≠  при 0U ≠ . Таким обра-
зом, как видно из рис. 2, при 0U ≠  происходит не только расщепление двух 
энергетических состояний, но появляются новые энергетические состояния  
с энергиями 1 8,E E . Возможно, что в более сложных системах при U b<<  
кроме основной зоны также образуются дополнительные подзоны. 

Полученные в работе результаты показывают, что в димере, как и в бо-
лее сложных системах, энергетический спектр при сильном кулоновском от-
талкивании электронов расщепляется на две подзоны Хаббарда, щель между 
которыми при 2U b=  исчезает, что приводит к так называемому переходу 
«метал – диэлектрик», который наблюдается в сложных системах, описывае-
мых моделью Хаббарда. Кроме того, в данной работе показано, что четыре 
энергетических состояния димера, полученные в ПСФ, совпадают с энерге-
тическими состояниями димера, полученными из точного решения.  
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